EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE

y(t) tel
®  equazione differenziale di ordine n F(t, y(),y'®), y"(1),..., y" (t)) =0
®  equazione differenziale autonoma F ( (), y't),..., y" (t)) =0

un’equazione differenziale si dice autonoma se non compare esplicitamente la variabile
indipendente.

® equazione differenziale in forma normale Yy (@)= f (t, y(1),y'(t),..., y("’l)(t))
¢ sempre bene riuscire ad esplicitare la derivata di ordine maggiore in funzione delle derivate di ordine

minore.
come fare per esplicitare la derivata di ordine maggiore

a, )y () +a,)y" () +...+a,(t)yt) =b(t) a,(t)#0

R a(t) .- a,(t b

“:—JL%%”m—m— Oym+

a,(1) a4, a0

Passaggio da equazione differenziale a sistema di equazioni differenziali
n(®)=y() ,

l(t)_ 0 y1(t)=y2(t)
wemy SROESNG

: .

y;(1) = y'(1)

v, @) = f(t,3,1),y,®),....y,1))

Y, (0=y"" ()
¢ quindi possibile vedere un’equazione differenziale di ordine n come un sistema di n equazioni differenziali
del primo ordine.

Forma scalare di un sistema di equazioni differenziali

v (@) = £ (6, 3,@), y,(0),.... y, (1))
¥, = £, (63,0, ,(0),.... y, 1))

¥, @=f, (@), y,®).....y,1)

Forma vettoriale di un sistema di equazioni differenziali

(1) /i
=200 1P s yo=£(on)
v, () £

Forma generale di un sistema di equazioni differenziali
Vi) =a,0)y, ) +a,)y,(O)+..+a, @)y, () +b)
VL) =a, ()3 () +ay )y, ) +...+a,, )y, () +b(1)

VO =a,0)y ) +a,0)y,O)+...+a,(t)y, () +b{)

a, a, .. a, (@) b (1)
o Am=" o B e I L I ARG
anl ann yn(t) bn(t)

i) La soluzione dell’equazione differenziale & del tipo y(#)e C"(I), la soluzione del sistema di equazioni
differenziali & del tipo y(r)e C'(I) .

ii) Le soluzioni di un’equazione differenziale di ordine n sono sempre una famiglia di infinite soluzioni
dipendenti da n costanti arbitrarie.



Integrale generale

Tutte le soluzioni della famiglia costituiscono 1’integrale generale. E molto difficile riuscire a trovare
I’integrale generale,e facilmente riconoscibile solo nel caso di equazioni lineari autonome.
Equazioni differenziali del primo ordine (equazioni,sistemi,vettori)

Problema di Cauchy per i sistemi lineari del primo ordine

O yoO=f(.y0)
2 y@=¢

Esistenza ed unicita della soluzione del problema di Cauchy per i sistemi lineari del primo ordine
Siano b(1),A(t)e C (1)

V(O =A@ y(0) +b(1)
Y=g

ammette una sola soluzione y(¢)e C' (1) definita in tutto 1’intervallo / .

allora il problema{

Principio di sovrapposizione
VL= A@®) y, () +b,(0)
¥, (0= AWM 3,0 +by (1)

X=cy(0+c,y,0)
%,—/
1

X A1) = Ay, (1) + ¢, A1) y, (1)
[X' A1) = A1) - (¢, y, (1) + ¢, 3,(1)) }
= X'=AOX +(cb () +c,b,(0)=y O+,
Problema di Cauchy per le equazioni ed i vettori del primo ordine
Vettori {Z(t) B i(t’z(t))
Y=g
YO0 = £ (60,5 @),y 0))
y(@)=¢ y'(@)=¢, YD) =4,

Esistenza ed unicita della soluzione del problema di Cauchy per le equazioni ed i vettori del primo
ordine

Vettori YO =A0)y®) +br) (D)
Equazioni YO =a,)y" @) +a, )y (&) + ...+ a, ) y(t) +b(t)

Equazioni {

se A(2),b(t).a,(t),b(t) e C %(1)il problema di Cauchy ammette una sola soluzione definita in tutto

Iintervallo [ .
Principio di sovrapposizione
siag(t) soluzione di (1) conb(t) =b, ()

sia y(n) soluzione di (1) conb(t) =b,(t)
XO=qpt)+c,y@) = X'()=A0X @) +(c,b, (1) +c,b, (1))
Sistema omogeneo ' =AM)z(t) (2)

ogni combinazione lineare di soluzioni del sistema omogeneo ¢ ancora una soluzione dello stesso sistema
omogeneo.

L’insieme Z delle soluzioni del sistema omogeneo costituisce uno spazio lineare, sottospazio di C'(I).
Sistema non omogeneo (completo) X(I) =A(t) Z(r) +b(t) (1)
1) siay(t) soluzione di (2)

sia @(t) soluzione di (1)

alloray(t) + ¢(t) ¢ soluzione di (1)



Tutte e solo le soluzioni del sistema completo si ottengono dalle soluzioni del sistema omogeneo
associato aggiungendo una qualsiasi soluzione particolare del sistema completo.
1i) sia h(t) una fissata soluzione di (1)

sialy(¢) una qualsiasi soluzione di (1)
allora @(t) = h(t)y(¢t) € soluzione di (2)

Alcune soluzioni del sistema omogeneo si ottengono moltiplicando due soluzioni particolari del
sistema completo.

L’insieme Y delle soluzioni del sistema completo costituisce uno spazio affine, sottospazio di C'(I).

Osservazione: significato di spazio affine
X :spazio lineare

Z :sottospazio lineare di X

heX heZ

si dice spazio affine uno spazio Vettoriale{ Y€ X: y= h+z,zeZ }

Esistenza ed unicita della soluzione del problema di Cauchy per il sistema omogeneo
() =A)z()
_ (3)
2(0)=¢

Vé € R" esiste una sola soluzione di (3)

= y(1) <> & corrispondenza biunivoca
Isomorfi_smo B

goi  groodss o
o o éz CQI - cél

se valgono tutte queste relazioni ZeR" sono isomorfi = due spazi lineari isomorfi hanno la stessa
dimensione.
Soluzione di un’equazione diffrenziale del primo ordine
y'(®)=a()y(t)+b(t)
e“Vy(t)y=a(t)yt)e " +b(t)e "
ey —ayne " =bne "
7

(30 ) =" ()

y(t)e " = J‘te‘“(”b(s)ds +C

t
y(t)= e“(’)j e ““b(s)ds+ Ce™"

T
identicamente si procede nei casi di sistemi di equazioni o vettori
E’ tuttavia possibile calcolare le soluzioni solo se il determinante della matrice Wronskiana costruita con le
soluzioni trovate ad essi associata € diverso da zero.Ossia affinché le soluzioni esistano & necessario che tutte
le soluzioni siano linearmente indipendenti.

Vettori
(1) =A()z(1)
a@' O+, () +..+c,¢"(1)=0 Viel
R
| 2 .
oo W)
¢ P o O

detW(#) #0 Vte I affinché gli elementi siano linearmente indipendenti.



Sistemi di equazioni

M) =a,t)" () +a, )"V @) +...+a,(t)z(t)
agp®+..+cp (1)=0 Vtel

@ (O +..+c,@' (1)=0 Viel

" W)+ e, " "()=0 Viel
o,(1) o0 .. @)
" (t (t " (t
") @@ . @)
detW()#0 Vte I affinché gli elementi siano linearmente indipendenti.
In entrambi i casi si ha:
2O=W@)-c=¢,@' ) +c,@* () +...+¢,9" (1)
esempi
"+a’z=0
{(ol (t) =sin(ax)
@, (t) =cos(ax)
W)= sin(ar) cos.(a)t)
wcos(wt) —wsin(wr)
det(W (1)) =—wsin* (1) — wcos’ (@) =—w#0
e quindi le due soluzioni sono lineamente indipendenti
z(t) = ¢, sin(ax) + ¢, cos(@r)

esempio 2

)=t @, () =tlt]
2

det| T M o -2 =0
2t 21t

queste due funzioni teoricamente non sono indipendenti
ot +etltl=0 Vt
proviamo con t=1

¢ +c,=0
proviamo con t=-1
¢ —c,=0
¢ =c
¢ +c,=0
¢=c¢,=0
¢ =c,

allora sono indipendenti.
e (Con cio vogliamo dire che le 2 funzioni sono dipendenti o indipendenti se det =0 odet # 0 solo se le
due funzioni sono soluzione di un’equazione differenziale.
® In questo caso queste 2 soluzioni non erano soluzione di un’equazione differenziale.
La matrice W(t) ¢ chiamata matrice Wronskiana ed il suo determinante ¢ detto determinante Wronskiano.
Teorema di Lionville (per il calcolo del determinate Wronskiano)
J.;trA(s)ds

detW(t)=W(7)-e
trA :¢ la somma degli elementi della diagonale principale.

1 (s)ds

detW (1) =W () eﬂ“



Sistemi con matrici costanti
') =A-z(t) sistema omogeneo a coefficienti costanti
0)=a7""O) +a,z" () +...+a, z2(H) +a, equazione omogenea a coefficienti costanti

le soluzioni sono date da z(t) = ¢ essendo A" = @, A" +a, A" +...+a,_ A+a,

2'—z= 0 A -1=0
z"+z=0 A +1=0

-2z'+z=0 A*=22+1=0
A=%1 A, =+i

[ere ][]
Problema di Cauchy per i sistemi con matrici costanti
Q)] 7'=Aztel
@ +e,@’ +..+c, 0" =W()

2 =€

e La matrice di transizione dal tempo 7 al tempo t ¢ lal(t) tale che 1(1) =1 .
La soluzione del problema di Cauchy (1)+(2) si scrive: Q)= Z(t,f) é
(D 7'=Az con A costante(i suoi elementi non dipendono dal tempo)
2) M) =az7""+a,z"? +..+a, 7'+a,z
soluzione di (2)

cerchiamo soluzioni della forma z(¢) = ™
A'=a A" +a, A" +. . +a, A+a,

n—1

DA)=A"-a A" —a, A" .- a, -

DA)=0 equazione caratteristica (omogenea associata)
i) n radici distinte A, 4, ,..., 4,
e e® ... e* sono n soluzioni dell’equazione (2). Per vedere se queste soluzioni sono indipendenti

occorre calcolare il determinante della matrice Wronskiana.

M et M

At Mot At
W)= ﬂle ﬂze /1,1?
A eﬂ“’ /?2612’ . Al
1 I .. 1
A
detW(t) :er(ﬂ1+ﬂg+m+/1,,) ﬂi 22 ‘ ‘n — H (ﬂv, _/1_,-)

ﬂ{;_l ﬂzl;—l ln—l

questo determinante si dice determinante di Vandemonde (o delle differenze).

1<i<j<n

ii) I’equazione D(A) = 0 possiede le radici
A con molteplicitam, = le soluzioni sono M tet et . e
A, con molteplicitam, = le soluzioni sono e te® 12e™ ...
A, con molteplicitam, = le soluzioni sono e et

.
r<n Zml.zn
i=1

At
e . . . e —e
{e"’,eﬂ?’} due soluzioni distinte che si possono scrivere anche come {e’ﬂ',—



perché devo aggiungere? - ?

Poiché se ho due soluzioni coincidenti ottengo che A, = 4,
At At Mot

. e —e
lim =
bk A=A
esempio
Z""—4Z'”+SZ"—8Z'+4Z=O
A =42 +817 -81+4=0
(22 -22+2) =0
A-21+2=0 A=1t/-1=14i

e(1+i)t , te(1+i)t , e(l—i)t , te(l—i)r

t-e

(equivale a fare la derivata rispetto a4, )

e'(cosr+isint)
te' (cost +isint)
e'(cosr—isint)
te' (cost —isint)
e' cost,e' sint,t-e' cost,t-e' sint
Autovalori della matrice
ZW)=A-z(t) z(t)=he" — z'(1) = Ahe*
(D /1~e’1’£z=é~l_1~e’1’
Ah= Ah equazione degli autovalori della matrice A (1).

(A—AI)h=0 equazione degli autovalori (2)

a, -4 a,, a,,
A-Are0  de| @ 2T “r -0
a, a,, a,, =4
1) n radici distinte
A - h
A —h = ne he™ .. h'eM
A, —h"
esempio
2152, 2
2y =2z -2z, +62z,
23=2, 71
01 -1 -1 1 -1
A=|2 1 6 A-Al=| 2 1-4 6
01 -1 0 1 -1-4
det(A—AI)=-A"+91=0
A4,=0
A,=3
A, =-3

determino i corrispondenti autovettori



7
L -1)h h, = 5
6| |=0 {h2—}%:0 {hﬁ;% ) %7 i
2h +h, +6h, =0 2h +7h,=0 - e
1 -1 hq, hl 2 ll% 1 1’5 h‘l 2h2 1
-3 1 -1\(h =3 +h,—h, =0 1
2 =2 6| h|=0 2h —2h, +6h, =0 = h=| 4
0 1 —4)h h,—4h, =0 1
-1 7 1 -1
hy=| 2 | 2 |+e,| 4| +ey| 2 |7
-1 -2 1 -1

trasformazioni di R" in R" (applicazioni,funzioni)
d:R" > R” a(cl)_c+czz)=cla()_c)+c28(z)

see¢,,...,e, € un altro riferimento, la stessa trasformazione & rappresentata da una matrice A .

Definiamo un vettore § = (2_1 e ) = A=S"AS
A4 0 0
Definiamo una matrice A diagonale se ¢ cosi fatta: 0 .. 0 |=diag(4...4,)
0 0 4
se A=diag(4,...4,)
2\ =4z
2, =4z il sistema ¢ disaccoppiato, le equazioni sono indipendenti.
7, =42

una matrice ¢ diagonalizzabile se possiede n autovettori linearmente indipendenti, cio¢ se ha n autovalori
distinti.

1) nradici distinte
A—oh
A —>h
A, —h,

i)  radici coincidenti

A, con molteplicitam,

A, con molteplicitam,
molteplicita algebrica della’autovalore A =m
molteplicita geometrica dell’autovalore A =d

la molteplicita algebrica ¢ il numero di radici coincidenti in un unico punto.
la molteplicita geometrica ¢ il numero di autovettori che corrispondono a quella radice.

se d=m I’autovalore si dice regolare
se d<m I’autovalore si dice non regolare
Riassumendo (Autovalori della matrice)
g':Ag ;:]_’Leb Ah:ﬂ]_’[
i) A possiede autovalori semplici oppure multipli regolari
ii) A possiede autovalori multipli anche non regolari
A 0 0
i) W' S=(h'.h")  A=|0 0 |=diag(4..4,)
0 0 4

n



AS =SA A=S"AS

z=S8y Sy'=ASy X'=S’1ASX:AX
definiamo ¢"

e 0 0
ef=0 : 0

0 0 e
proprieta

A(t+s) _ eAr As

e 4

(eAr )71 — e—At

iel\t :Ael\l

dt

Yy =evc

21 =Sevs e

definiamo ¢*

e’ =Se"s™

2 =e"c

Problema di Cauchy per equazioni con matrici

2'=4Az ()= 2
Ao
w=¢ 20T e

Sistemi di equazioni di tipo Eulero

A(t)=1A

t
t>0 d 1d
t=¢' dt tds

t<0
l,:_ex

1 1d 1 d ;
7'(t)=-Az(t) -—z=-Az —z=Az M =5t
t tds t ds
Equazioni di tipo Eulero
2" ()= %z(”’” () +% 2" +... +—j:l’:11 ')+ j—;’ (1)

2(0) =t
AA=D..A=n+D)t*"" =a AA-1)..(A-n+Dt* " +..+a, """ +a t*"
otteniamo un’equazione polinomiale in A ; si chiama equazione caratteristica dell’equazione di Eulero e

corrisponde ad un’equazione algebrica di gradon .

i) A At it

n’

i1) se A ha molteplicita m: t’l,(logt)t’l,(logt)2 t’i,...,(logt)" t*

esempio

7Y +207Y + 277" 2t7'+27=0

per vedere se & equazione di Eulero deve essere 7’ =¢*
AA-DA-2)(A=3)+2AA-1)(A-2)+2A(A—1)— 24+ 2 =0 equazione caratteristica di equazione di

Eulero



(A-1)"+(1-1)"=0

A =1 doppia

A, =1+i

A =1-i

t,tlogt,t'"" — tcos(logt),t'™ — tsin(logt)
£ :elogr2 = piloe!

t-t7 = Ae™™" = A(cos(logt) T isin(logt))

2
Equazione di Bessel "= ! 7'+ [1 - y—zj z2=0 t#0
t t
Equazione di Hermite 7"—tz'+Az=0
Equazione di Laguerre 2"+(1-1)z+ Az=0
Equazione di Legantre (1 —t )z "—2t7'+Az=0 -1<r<1

) y+AWDY =b0)
2) 2+ AMNz=0
Wt =(z'@),...2" )
integrale generale della (2): z(f)=c¢, -z () +...+¢, -2 (1) =W (1) -¢
Metodo della variazione delle costanti (Lagrange) N

cerchiamo soluzioni della (1) della forma Z(r) = 10) (1) = y'(t)= 1'(1‘)2(1‘) + Z(Z)g ')
W (0)c(2) + W (1)c'(6) + AW (H)e(t) = b(t)
2)  WO+AOWBH=0 =  c@O=W"@0)b) = =] W (5)bs)ds

YO =WO[ W (9)b(s)ds

se A& costante i(r) = J.’e_i“ b(s)ds

soluzione problema di Cauchy

Y=g
YO =WEDE+W (0] W (5,0)b(s)ds
se A& costante  y(1) =€+ J: " b(s)ds = eV E+ e J: e b(s)ds
M) YO=AOyDO+b)  yO=W(D)c+ ()
2 Z()=A0z0) 2 =W()e
YO =WO[ W (9)bls)ds
se A(f) = A costante, allora W (1) = ¢
YOy =e [ e b(s)ds

B YO =a,®)y" O +...+a,@)y)+b()
(4) (M) =a,t)7" () +...+a,)z(?)
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}(t) 4 2y e Z, 0
Y@ | _ 0
b(t)
w w! ‘ b
= C ’zm‘(s)
y(0)=250) [ WG 20w
esempio
y'+ @’y =b(t)
z,(t) = cos(wr)
Z,(t) =sin(a@r)
W) = cos.(a)t) sin(wr)
—wsin(wt) w@cos(wt)
detW (1)) =w
W,, =—sin(ax) W,, =cos(ar)
¥(1)=cos(an|'- Sm(“’s) SRS p(s)ds +sin(an) COS(“’S) COSNDS) p(s)ds

y(t) = Z)L sin(a(t - s))b(s)ds

Equazioni differenziali del secondo ordine (equazioni,sistemi,vettori)
Problema di Cauchy per le equazioni differenziali del secondo ordine (problema ai valori iniziali)

y'(®)=a, )y () +a,(t)y()+b(t)
() =y,
y'(,) =y

SL, :b(t)=0;k, =0;k, =0
y'+ @'y =b(t)
SL:3y(0)=y(r)=0
y(0)=y'(7)=0
Z"+twz=0
SL,4z(0)=z(mr)=0
2'(0)-z'(7)=0

teorema si Stwin-Lionville (problema ai valori del contorno)
Y'(O)=a,(0)y'(0)+(a, () + Aay (1)) y(£) + b(t)
Yoy(@+ry(B)+ 1.y @)+ 1y (P =k
S y(@)+6,y(P)+ 6,y (@) +8,y'(p) =k,

tel=(a,p)

Esempio di problema ai valori del contorno per un SL¢

2'(t) = —awc, sin(ax) + wc, cos(wr)
z(t) =, cos(ar) + c, sin(ax)

z2(0)=z(x) ¢, = ¢, cos(r) + ¢, sin(wr) ¢,(1=cos(wr))—c,sinwr =0
2'(0)=z'(7) wc, =—ac, sin(@rr) + @c, cos(wr) cosin(wr) + c,w(1—cos(wr)) =0

‘1 —cos(@r) —sin(@r)

wsin(wr) (1 —cos(wr))
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A(w) = w(1-cos(wr)) + asin(wr))” = 2a(1 — cos(wr))
Alw)=0 se w=2n
@ =4n® n=12,..

i) se @ #4n’

abbiamoc, =c, =0

il problema omogeneo SL, ha solo la soluzione 0.
i) se @’ =4n’

la matrice ha rango O poiché ¢ fatta solo da 0.

1l problema ha e’ soluzioni con ¢, , ¢, arbitrarie.
Esempio di problema ai valori del contorno per un SL

{ y(0)=y(m) | y(t)=c, cos(ar)+c,sin(ar) + y(1) ¢,(1-cos(@)) - ¢, sin(@r) = y(x) — y(0)
YO =y'(T) ¢ + y(0)=c¢, cos(ar) +c, sin(wr) + y(xr) | c,wsin(or) + c,a(1 — cos(or)) = y'(r) — y'(0)
l-cos(wr)  —sin(@r) || y(z)—y(0)
wsin(wr)  a(1-cos(wr))||y'(z)— y'(0)
1) se @ #4n’
abbiamo per ¢, # ¢, una sola soluzione(Cramer),percio il sistema completo SL ammette una sola
soluzione.
ii) se @’ =4n’

SL non ammette(in generale) alcuna soluzione. Pero se 1 termini noti soddisfano le seguenti
condizioni 5/(0) = 52(7[)6 52 '0)= ;'(7[) allora il sistema ammette ” soluzioni ed allora il problema SL

ammette oo” soluzioni.
Problemi lineari
1) Principio di sovrapposizione
2) Principio dell’alternativa
Il teorema di esistenza e unicita afferma che o valgono entrambe o mancano entrambe.
Equazioni differenziali ordinarie non lineari

X' = i(t’z) f D Rnﬂ Rn
:Dc -
Y=g
Spazio (vettoriale) lineare sul campo A
XX, Y,2Z,.. A4 u,...

T X+y
le operazioni valide sono
X

spazio metrico
XX, 9,2,

[ ]
d:X+X —>R:d(x,y) distanza metrica

) d(x,y)20; d(x,y)=0 x=y

2) d(x,y)=d(y,x)
3) d(x,y)<d(x,2)+d(z,y) disuguaglianza triangolare

e X=R" x=(x..x,) y=0,...5,)

D dey == S

11) dl(xay)=i|xi_yi|
i=1
i) d.(xy)=max|x -y

o X=C"([a.b])
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d(x,y)= %p(z) -y (@)

[x(0) = y(0)] =[x(1) = 2(1) + 2() = Y(O)| £|x(0) = 2(D)| + |2(0) = y(1)] < max]|x(r) = 2(1)| + max |z(1) — y(1)|
rnax|x(t) - y(t)| < rnax|x(t) - z(t)| + rnax|z(t) - y(t)|
questa ¢ una buona definizione di distanza per le funzioni continue.

e La metrica ha come conseguenza la TOPOLOGIA dello spazio (X, d ) metrico.

Definizione di intorno
Intorno di un punto x di raggio r

B (x)={ye X:d(x,y)<r}
Intorno di una funzione continua x(t) ,di raggio r
Successione negli spazi metrici

(X.,d) x, > x inXse d(x,,x) >0 pern—oo
X=R" d(x,y) x, > x se |xn—x|—>0 per n — 4o
X:CO([a,b]) X, > X se d(x,,x)—0 cioe se n%aic]|xn(t)—x(t)| -0

Convergenza uniforme
fissato £ > 0 esiste N(€): |x, (1) — x(1)| < £ sen> NVt € [a,b]
Convergenza puntuale

d(x,y) = max|x(t) = (1)

x,(t)—x(t)| < epern>N

Criterio di Cauchy (necessario e sufficiente)
(X,d) spazio metrico
{x,} convergente: dxe X:d(x,,x) > 0per n — oo
{x,}fondamentale:  d(x,,x,)—> Oper n,m— oo
e tutte le soluzioni convergenti sono fondamentali
d(x,,x,)<d(x,,x)+d(x,x,)= & fondamentale
J J
0 0
e Tutte le soluzioni fondamentali sono convergenti solo in R".
¢ In uno spazio metrico generico, non ¢ detto che tutte le successioni fondamentali siano convergenti.
e Uno spazio metrico si dice completo se tutte le successioni fondamentali sono convergenti.
o Per tutti gli spazi metrici completi vale il criterio di Cauchy.
Condizione necessaria e sufficiente affinché una successione x, sia convergente ¢ che sia fondamentale.

esempi
d(x,,x,)>0 nm—oo

Q:d(x,y):|x—y|

R:(l+lj —e
n

. . 0
successione convergente in C ([a,b])

x,(1):3x(t)e C°([a,b]): n%aii]|xn O)—x(t)] >0  nm—>oo

cioe convergenza uniforme

successione fondamentale in C° ([a, b])
x,(1): rr%af]|xn O)—x,() >0  nm—>oo

lo spazio C° ([a,b]) & completo

la metrica che abbiamo usato ¢ detta metrica di Lagrange
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Applicazioni tra spazi metrici
X ,Y spazi metrici

F:X->Y

esempio

X =C"([a,b]).Y =R

F= be(t)dt

Questa ¢ un’applicazione tra spazi metrici.

Ad ogni funzione viene associato un numero reale
Esempio2

X =C" ([a,b]),Y =C° ([a,b])

X>3x—>xeY

Applicazioni continue

una funzione & continua in x se

lim £ (%)= f ()

F:X —Y & continua se XlimXF(Xn) =F(X)

Applicazioni Lipsciziane
Una funzione si dice Lipsciziana se d (F(x), F(y)) <L-d(x,y)

| )= fFO)|<L|x—y|

| f(x)— f( y)| <7 il rapporto incrementale ¢ limitato

o=yl

se L<1 I’applicazione si dice contrazione.
Riassumendo

(X,d) spazio metrico

d:XxX >R

1) d(x,y)=0 d(x,y)=0=x=y
2) d(x,y)=x(y,x)

3) d(x,y)<d(x,z)+d(z,y)
®",C"([ab])

d(x,y) = max|x()) = y()

tipologia: intorno: B (x)={ye X :d(x,y)<r}

limite: x, > x:d(x

n?

x) —>0sen — oo
in C° ([a,b]) :lim x, (¢) = x(¢) significa che x, (f) converge a x(t)

Unicita del limite
successione convergente dxe X :d(x,y) >0 n— oo

successione fondamentale d(x,,x,)—=>0 nm-—o

n

convergente = fondamentale  fondamentale >z convergente
(X,d)e& completo se convergente <> fondamentale

F continua
F:X—>Y

F continua: x, - x= F(x,) = F(x) limF(x,)=F(limx,)
F lipschiziana (lip)
d(F(x),F(y))<L-d(x,y)
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Teorema delle contrazioni (Banach,Cacciofili)
X spazio metrico completo
F: X — X contrazione = in X esiste un unico punto fisso,cio¢ F(x)=x

1) unicita: F(x)=x F(x,)=x,

d(x,x,) =d(F(x1),F(x2)) <p-d(x,x,) [0< P <1]
2) esistenza:  metodo delle approssimazioni successive

x,eX, X, =F(,)

1) {x,} & fondamentale
2) x, —x:F(x)=F(limx )=limF(x )=limX,, =X
Spazio lineare normato

n+l

f: X =R
1) ||x||20 ||x||=0<:>x=0
2 =
3) ||x + y|| < ||x|| + ||y|| disuguaglianza triangolare
d(x,y) =[x~y
Spazio lineare normato completo (spazio di Banach)
C’([a,b]) d(x,y)= mtax|x(t) — ()| || = mrax|x(t)|
y'=f(1y0)
Y=g

f(t,y) continua in D
f(t,y) lipsciziana rispetto a y uniformemente in t

@y =fen]=L]y-4
L costante indipendente da ¢V(¢,x)X(¢,y)e D

() :§+I;i(s,z(s))ds
E=¢+[ f(sy®)ds = E(y=y

{ye CO(Id)

) ) questo ¢ il nostro spazio metrico
graficodi ye T’

1) F:Y Y “E(z)—éuz J:i(s,z(s))ds SJ:Hi(s,z(s))dsHSMh—d
|t—2'|<a ‘é—z‘<b M =max f
2) F contrazione

£ - E|=|[. £ (5:50) = £ (5.50)ds| = [/ £} = L]~ ]

b1 Md<b d <i

sed < mjn(a,—,zJ la soluzione c’¢ ed € unica lll/I
Ld <1 d<—
L

Senza continuita non esiste (in generale) alcuna soluzione
{y '=f (1)
yo)=¢

se f(t,y) continua, esiste una soluzione, ma (in generale) manca I’ unicita

f(¢) ha una discontinuita di 1° specie int =7
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Enunciato di regolarita
fec(D) = ye C*'(1,)
feC”(D) = ye C(1,)

f analitica = y analitica
Esempi
2 2 [}
2+ y2 ( )
1-2-4
y(0)=1 y"(0) = = -7
t2
y@)=y(0)+z1- y'(0)+3y"(0)+0(t2)
y(0)=1 .
y'(0)=2 y=1+2t—5t2+0(t2)
y'(0)=-7
Prolungamento
Esiste un intervallo massimale destro e un intervallo massimale sinistro
1.2 V4,2
{y.:Hyz {y;yl {y; y1
y(x)=tanx y(x)=—o y(x)=—
1-1¢ 1+1¢

f(t,y)continua in S
f(t,y) localmente lipsciziana in y ,uniforme rispetto at nella striscia S

Sy <k+k|y]  allora yeC'([a,b])

f(t,y) derivabile rispetto a y in D.

Sistemi lineari

y'=A@M)y+Db()

yn=¢
A().b(t)e C°([a.b])
£ @) <|A@y+b| <|A@)y|+[b@)] <k, |y] + K,
Dipendenza continua delle soluzioni dai dati iniziali e dai parametri
Doose(rng )= (ng,)

Yy (t’rk’ék ) Y (I’To’éo)

uniformemente in /,,
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y'=f(tyd) y@=¢
2) Jf continua in(t, 2 41)
J localmente lipsciziana rispetto a y e rispetto a A

uniformemente rispetto at
se A, = Ale soluzioni y(1,4,) = y(1.4)

{y' =/ equazione del 1° ordine
y0)=¢
y'=f(ty.y")
y1)=¢ equazione del 2° ordine
y'(@© =4
1)) fyy)=C (gravita)
2) flt,y,y)=—a’y (forza elastica)
3) f&,y,y)=hy'+ky+ g() (forza elettrica+resistenza+forza esterna)
4) y'=f(y) (equazione autonoma)

e considerando y come variabile indipendente e y'= p come funzione incognita p = p(x)

wod _dy dp_
arl " ar ay
\ dp
pp=fO) = pi=fO) = pdp=f)-dy = [pdp=[fndy
p=p(.C)
dy
= ,C
it p(y.C)
IL:jdt =N t:_[ &y +C,
r(y.C) SF.C)
2
P _
T_L f($)ds+C,
dUu , . L . .o .
se f(s)= —d— I’equazione si dice conservatrice e U si chiama potenziale.
s
T(y")= % (y")? energia cinetica
U(y)= energia potenziale
E(y,y)=T(y)+U(y)
d d1 , d gy
° _E , nN—_" - [} _- s dS= t,n_ - [ "n_ :0
S EO-)=— 2 () dtjof() Yy =fy'=y'(y

0

e Peri sistemi conservativi I’equazione del secondo ordine ¢ possibile direttamente trasformarla in una
del primo ordine.



17

Sistemi lineari autonomi
y=r

nei sistemi lineari autonomi la variabile t non compare esplicitamente

r— Z(r) la y si chiama variabile di stato

- il piano R" dove giacciono le proiezioni delle soluzioni si chiama
o piano delle fasi.
s (1),(2)e(3) sono le proiezioni della soluzione (una curva in R"*"") sul
0 = piano delle fasi, dette anche orbite o traiettorie.
La descrizione della famiglia delle orbite si chiama ritratto di fase.

Proprieta generali delle orbite
1. @(t) definita in[7,,7, | & soluzione

Z(t) = Q(t +¢) ¢ una soluzione Vce R

v (=9(+o)=f(pt+0)=f(y®)

ogni traslata temporale di una soluzione & ancora una soluzione, definita in un altro intervallo; quindi
I’ orbita non si riferisce solo ad una soluzione, ma anche a tutte le sue traslate temporali.

2. @(t) definita in[7,,7, | & soluzione
Z(t) ¢ soluzione se Q(tl) = Z(tz) ; risulta quindi che le due soluzioni siano una la traslata dell’altra.
PO =y(t+1,—1,)
(O =yt+t,-1,)
(1) & soluzione=> y(1,) = y(1,) = (1)
Casi tipici
1. soluzioni di equilibrio
Y=fWsey f(")=0
orbita: punto (critico)

2. soluzioni periodiche
@(t) definite perte R ;37 >0: Qt+T)=¢() Vie inoltre @t +7) # (1) se O<z<T

orbita: ciclo (curva semplice chiusa)

3. le soluzioni non appartengono ai primi due casi
orbite: curve semplici non chiuse

Costanti del moto (integrali primi)

E(y)=E(y())

dE OE , OE oE |

E Za—ylyl +a—y2y2 + ...+a—ynyn =<VE,Z > =<VE,i(z)>

queste sono le derivate lungo la traiettoria o derivate di Lie.

E
se7 =0 Vy allora E ¢ una costante del moto.
‘ 2

Esempi in dimensione 1
Modello di Malthus (dinamica delle popolazioni)

N(t) numero di individui presenti all’istante t

A numero di nuovi nati per individuo per unita di tempo
A-N@)-h numero di nuovi nati nel tempo 2,7+ |

y7i numero di morti per individuo per unita di tempo

H-N()-h numero di morti nel tempo [t,t + h]
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A-—u=¢ potenziale biologico
N(E+h)=N@)+A-N@)-h—u-N@)-h
N(t+h)—N() _

P =(A-u)N(@)
N'(t)=(A-u)N() modello differenziale della evoluzione della
popolazione
ek
I’unico punto di equilibrio ¢ I’origine N (¢) = 0 poiché se la popolazione
all’inizio ¢ nulla,restera sempre nulla.
L’integrale generale dell’equazione & N(1) = C - ¢
"4

Modello di Verhulst (equazione logistica)
N'(t)= €-N(t)(l—%N(t)j

kedv i k-dN Jdi=r+c
eN(k—-N) EN(k—N)
;z(i.k;jl J‘d—N=l(logN—log|k—N|)=llog N ‘
N(k+N) N k-N)k Nk—-N) k k k—N
N(I)ZL

k—N,+ N,

se partiamo da N, = k si rimane cosi poiché ¢ una posizione di equilibrio,ovviamente anche N(t) =0¢ un
punto di equilibrio.

»
Le altre orbite possibili sono solo 2. Comunque le soluzioni possibili sono
infinite poiché ci sono poi tutte le soluzioni traslate.

Riassumendo: abbiamo 2 punti di equilibrio e 2 orbite.

! Occorre distinguere tra punti di equilibrio attrattivi (che attirano le orbite)
/ e punti di equilibrio repulsivi (che respingono le orbite).

W

Esempi in dimensione 2
Ricorda

Un sistema si dice conservativo se f(y) ¢ la derivata di un potenziale .[Oy f(s)ds

Energie
y'=rm
YEX Y=Y,

{)’1 =,
Y, =f )
T(y,) = % ys energia cinetica

U(y)= —J‘Oyl f(s)ds  energia potenziale

E=T+U energia totale
dobbiamo dimostrare che E ¢ un integrale primo del moto

dE dl  dU
“= =" 42 - . " '
r ») a Yoy, = f )y
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ma se guardiamo il sistema che abbiamo scritto all’inizio viene
Y 'f(y1)_f(y1)'y2 =0
E(y,,y,)=costante

Modello di Lotke-Volterra (preda-predatore)
x(t)  numero di prede a,b,c,d >0

y(t)  numero di preatori

=a-by

=—c+dx

< < w =

punto di equilibrio( , jé I’unico punto di equilibrio del sistema

QUlo
SRS

(—c+dx)=(a—by)(—c+dx)

(a—by)=(-c+dx)(a—-by)

k<|'\<_><|>-<

' 1

—cx—+dx'—al+by'=0

X y

1
—logx(t)=—x'
o g x(1) .

—(—clogx+dx—alogy+by)=
j 1 d. 1 by)=0
t

I'integrale generale &: E(x,y)=-clogx+dx—alogy+by=C

E = % >0
X
a
Eyy = ? >0
E =E, =0
< 0
La matrice Hessiana delle derivate seconde € H = .
a
_—

il punto € un punto di minimo; tutte le soluzioni sono periodiche, sono dei cicli.

41 x(1), y(t) periodiche con periodoT =T (c)

0=log = jf%dz - jOT(a —by)dt =aT —b jOT y(t)dt

0=logy[ = J()Ty;'dt =[ e+ dry==cT+d[ x)ar

>

X
1 ¢r a . .
?J‘O y(@)dt = 5 numero medio di predatori
1r c ..
?J‘O x(t)dt = E numero medio di prede

se si ferma la pesca per un certo periodo:
aumenta il tasso di crescita delle prede a—a+é
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diminuisce il tasso di diminuzione dei predatori c—>c-0
. . . R, at+é&é

il numero medio dei predatori quindi diventa ;

. : : - c—90

il numero medio delle prede diventa quindi P

come si pud vedere ci0 avvantaggia i predatori.
Tutto cio servi a spiegare come mai durante la guerra mondiale aumentarono i predatori e non le prede.
Moto del pendolo

F=ma
mgsing=mlp"
@"=—ksing conk=g/l
per piccole oscillazioni: @"=—k@ poiché @ =sing@
oo N . dUu .
il sistema ¢ conservativo —d— =—ksins
s
? .
U(s) =ij0 sins-ds =k(1—cos@)

la forza deriva da un potenziale

) o
/mg {Zl =9 {Zl =2 angolo

L, =9 Z,'=—ksinz,  velocita angolare

costruiamo nello spazio delle fasi z, e z,

i punti di equilibrio sono

2, =0 2, =0
—ksinz, =0 |z, =n7

quindi i punti di equilibrio sono infiniti (n7,0) ne Z

studiamo per z, € [-7,+7]

i punti di equilibrio in questo intervallo sono (—7,0)(0,0)(+7,0)

Studiamo ora I’energia

E(z,2,)= % z; +k(1-cosz)=C 20 ¢ D’energia cinetica ed ¢ una costante del moto.
Studiamo le orbite

Z, =i\/2(c—k +kcosz,)

1°caso ¢=0

Z2=i«/—k+kcosz1 (%122"”‘(1_00511):0}

I’orbita si riduce ad un punto di equilibrio (0,0)

con c=k z,=%2kcosz

non ¢ sempre definito poiché la radice potrebbe risultare anche negativa

2°caso O<c<2k

N
AN

7, =% J2(k+kcosz,)
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4° caso ¢ >2k

tutto cio significa che se noi diamo al pendolo una energia pari a 2k il pendolo arriva verticale.
Stabilita di una soluzione

y=r
problema di Cauchy
y'=f
BNV ‘)
{z@) g £
continuita: X, —>Xx se F(x,) = F(x)

e (1) ¢ stabile se:fissato £ >0 ,esiste d = d(€) >0

sey - g\ <5 allora‘g(t) - Z(z)‘ <e V>0

se il punto iniziale sta dentro al cerchi di raggio J allora tutta la
soluzione sta dentro al cerchio di raggio € .
e (1) ¢ asintoticamente stabile se

risulta: ‘g(t) - Q(t)‘ — Opert — oo

e negli altri casi Q(z) si dice instabile

¢ e la soluzione di equilibrio XO ¢ asintoticamente stabile si chiama bacino di attrazione I’'insieme dei
punti y tali che: ‘g(t) —Xo‘ — Opert — +oo

* se questo insieme coincide con tutto lo spazio delle fasi la soluzione di equilibrio y° si dice
globalmente asintoticamente stabile.

y'=f punto di equilibrio y”: f(y")=0

poniamo z(f) = y(r) - y° 20=f(z0)+y")=g()
z=0 & un punto di equilibrio

Sistemi lineari autonomi — stabilita delle soluzioni (1)
y'=Ay

stabilita delle soluzioni y= 0

1) autovalori regolari
1) n autovalori reali e distinti

1 2
¢ h'e* +c, -We® +..+c, -h'e™
n autovalori a coppie coniugati

he* + he*

ii) autovettori anche multipli ma con molteplicita algebrica uguale alla
molteplicita geometrica (m=d).

Liapunov

1) RA (i=1..n) <0 < 0@ punto globalmente asintoticamente stabile

2) RA <0,0¢ punto stabile
3) se ¢’& un solo valore per cui ®A >0,0¢ un punto instabile.
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2) autovalori non regolari

2 P 2 A
ce’ +ete” +etet +.

il teorema di Liapunov vale anche per autovalori non regolari
La prima e la terza affermazione rimangono inalterate.
La seconda cambia cosi:  gli autovalori con parte reale=0 devono essere regolari affinché valga
I’ affermazione di Liapunov.
y'=r S(0)=0
Stabilita delle soluzioni (2)

1) stabile
2) asintoticamente stabile; il punto dove convergono tutte le soluzioni ¢ detto “bacino di attrazione”
3) instabile

Per i sistemi lineari y'= Ay vale il Teorema di Liapunov

1) A possiede solo autovalori regolari

1 2 A
heM hPe® .. h"eM

a. seRed; <0= 0 ¢ asintoticamente globalmente stabile{ quando

t = +oo le soluzioni vanno a 0 se 4, <0
b. seRe /1_,. <0 (almeno un autovalore haRe /1_,. =0)= 0 ¢ tsbaile ma non asintoticamente
poiche ¢’ =1 =la soluzione si avvicina all’origine ma non la raggiunge
c. instabile negli altri casi
2) A possiede qualche autovalore non regolare A autovalore (doppio) non regolare ¢'e” + c*te*

a. seReA; <0non cambia nulla rispetto al caso 1.a

b. seRe/ij <0

i. se l’autovalore non regolare haRe =0 ¢ instabile
ii. se I’autovalore non regolare haRe <0 ¢ stabile
c. instabile negli altri casi
Comportamento delle orbite nell’intorno dell’origine

x'=ax+by a b
= A= detA#0
y'=ck+dy c d
1) A e reali e distinti
2) A=4
3) A eA, complessi coniugati
I’origine ¢ un punto di equilibrio

caso 1)

autovalori A, 4, reali e distinti

I’integrale generale ¢: clhle’11r + czl_feﬂe’

a) A <4 <0

I’origine attira le traiettorie, 1’origine & un nodo a due tangenti (stabile)

N

"

7N
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b) A >A4>0

I’origine ¢ un nodo a due tangenti (instabile)

c) A, <0< 4,

I’origine ¢ un colle o sella a due tangenti (instabile)

S

AR
A, '
Vo
PN\
/ \\\
caso 2)
autovalori doppid, =4, =1
a) autovalori doppi regolari:

> N 1 2
Iintegrale generale &: ¢, h'e” +c,h’e” = ce™

i) A<0
I’origine ¢ un nodo stella (stabile)

N

N
7

A
N

i) A>0
I’origine ¢ un nodo stella (instabile)

N

~\ 7
N

AN}

>}
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b) autovalori doppi non regolari:
Iintegrale generale &: c,e” + c,te”
A<0
I’origine ¢ un nodo a una tangente (asintoticamente stabile)

A

-

/ Zﬁ
&=
7L
caso 3) Iintegrale generale &: ¢, he™"”" + cjd’”‘”ﬁf
A=a+if  L=a-if
a) a=0 (Re=0)
I’origine ¢ un centro (stabile)

A

/)
o7

b) a<0 (Re<0)

I’origine ¢ un fuoco (asintoticamente stabile)
n

/7//

c) a>0 (Re>0)
I’origine ¢ un fuoco (instabile)

\V}

4\%}

2

4

e
&

N
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Riassunto
x'=ax+b a b s
A= trA=a+d A=(trA) —41Al
y'=cx+d c d
trA <0 asintoticamente stabile
|A| >0 nodo ) .
1) A>0 trA >0 instabile
|A|<0 colle instabile
o trA <0 asintoticamente stabile
b"+c”#0 nodo ) .
2) A=0 trA >0 instabile
b=c=0 stella  stabile
trA=0 centro stabile
3) A<O trA <0 asintoticamente stabile
trA+0 fuoco ) .
trA>0 instabile

Funzione di Liapunov
X’:i(z) £ di classe C'(Q)
f(©=0

si chiama funzione di Liapunov riferita a questo sistema una funzioneV di classe C'in un intorno A di0;

V(0)=0 V(y)>0 Vye A,y #0

Vi(y)<0 V traiettoria
dv(y) a9V .
DTy =v() =< VY. £ () ><0
dt ady, = ==
Teorema (di Liapunov)
1) se esiste una funzione di Liapunov, con le proprieta indicate,associata al nostro sistema, allora
I’origine ¢ stabile
2) se inoltre V''( X) <0 allora I’origine ¢ asintoticamente stabile
3) seV ¢ definita in tutto R" , e 1’origine & 1’'unica soluzione di equilibrio, e |l|im V(y)=+oco allora

I’origine ¢ globalmente asintoticamente stabile.
Esempio

Se il sistema ¢ lineare Y '=A y allora una funzione di Liapunov ¢ data da: V ( X) = ‘ 2‘2
d 12
E‘z‘ =2<X’A1>

[V‘Xr =V (¥ +y; +.t y,f)=(2y1,2y2,...,2yn)=2ﬂ

questa & una forma quadratica(Zaik ViV, )

noi vogliamo sapere il segno della nostra forma quadratica, se A & definita negativa,l’origine ¢
asintoticamente stabile.

Metodo di Linearizzazione

I’idea di base ¢ di approssimare il problema non lineare in uno lineare approssimando la curva (non lineare)
con una retta (lineare) che nel caso sara la retta tangente nell’intorno del punto y, .

X’:i(z) idi classeCl;i(zo):(_)
FD=FOO+I,Ny=y)+oly=y"D)
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ricorda

S =f(x)+ f'(x)(x=x,)+... funzione scalare ad una variabile
FW=FQ)+VI WM -y )+ funzione scalare a n variabili
J(y)= funzione vettoriale a n variabili

F=f)+d (D= +oly=y"D

approssiamzione lineare

sistema linearizzato nell’intorno del punto y°

¥'=T,00 (=)

posto;:X—Xo A=J£(XO)

= '=Az

Affermazioni attorno al teorema di Liapunov
1) se ’origine ¢ asintoticamente stabile per (L) allora ¢ asintoticamente stabile anche per (NL)
2) se esiste un autovalore positivo di A (e dunque 1’origine non ¢ stabile per (L)) allora ¢ instabile

anche per (NL)
esempio: pendolo con attrito
Q"+ksing +he'=0 k,h>0
pendolo senza attrito

=0 5,=¢
7 =1,
z'y =—ksinz, —hz,
1
E(szz):EZ; +(k—kcosz,)

dE ' . ' ' .
E:zz-z2+ksmzl-z1:z2(z ,+ksinz )=—hz, <0

i punti di equilibrio sono: (0,0) («,0) (—x,0)
sistema linearizzato in (0,0)

2=
'y =—kz; —hz,

0 1
A= lAl=k>0 trA=—-h<0 A=h*> -4k
-k —h
1. h*>4k attrito forte, I’origine ¢ un nodo asintoticamente stabile, il pendolo non oscilla,arriva
in basso e si ferma (all’infinito).
2. hP<dk attrito debole, 1’origine ¢ un fuoco asintoticamente stabile, 1’orbita si avvolge a

spirale verso I’origine, il pendolo fa oscillazioni sempre pill limitate finche non si ferma (all’infnito).
Sistema linearizzato in (+7,0)

i(g)_[—ksinzl—hzj
0 1
J,=
' (—kcosz1 —h)
0)= 01 =A
Jf(ﬂ-7 )_ —k —h -

=2,
2’y =kz; = hz,
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lAl=—k <0
trA=—-h
A=h*+4k>0

(m,0) & instabile per il sistema linearizzato, ¢ un colle. Poiché esiste un autovalore positivo, il punto
considerato ¢ instabile znche per il sistema non lineare (NL).

Equazione di Van der Pol

y'+e(y' =Dy+y=0 >0

se I’oscillazione ¢ piccola, viene aumentata

se I’oscillazione ¢ grande, viene diminuita

si puo immaginare che il moto risulti periodico, 1’orbita sara del tipo

(7

Y

si puo anche immaginare che tutte le orbite si stabilizzino attorno all’orbita limite
2

1 dE
E(y,yl)=5y12+y_ _=ylyvv+yy|=yl(yvv+y)=€(1_y2)y|2

>

CICLo UM Te

oS ciUtATtom ]
4UTOSOSTENVTE

AN

2 dt
I’energia cambia di segno continuamente ma non arriva mai a 0 e non arriva mai a oo.
3
z=y'+ g(y? - y] che ¢ la primitiva dell’equazione

==Yy

3

punti di equilibrio (0,0)
sistema linearizzato al punto di equilibrio

W

y'=z+€y
==y

e 1
A=

-1 0
[AI=1>0
trA=€>0
A=¢g -4

I’ origine ¢ sempre instabile poiché trA >0

ogni orbita che parte dall’origine se ne allontana

ogni orbita che parte dall’infinito si avvicina

tuttavia ne I’una ne I’altra si possono allontanare o avvicinare piu di tanto, o meglio, non possono superare
una “orbita limite”.
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EQUAZIONI DIFFERENZIALI ALLE DERIVATE PARZIALI
x= (X, %y50000X,) vettore delle variabili
la piu generale delle equazioni differenziali del primo ordine ¢ F(y,y',t)=0

la piu generale delle equazioni differenziali alle derivate parziali & F'(u, _,u u, ,...,u,;c) =0

u
900y 9
X% 2 XX, X

Esempio (a due sole variabili)

u(x,y):u_ =0 ¢ lapiu semplice equazione di questo tipo

seu(x,y) = g(y)allora g(y) & soluzione poiche g(y) =0

Equazione differenziale lineare alle derivate parziali del secondo ordine

n

iaﬂbwa+2ﬁxa%+mbu=ﬂb

i,j=1 i=1
del secondo ordine significa che si deriva parzialmente due volte la funzione per una stessa variabile.
Equazione differenziale alle derivate parziali in due variabili

a(x, yu,, +2b(x, yyu,, +c(x, yu,, +d(x, y)u, +e(x,y)u, + f(x, y)u=g(x,y)

Le soluzioni di queste equazioni sono definite in una zona del piano
a;(x),a,(x),a(x), f(x)e QCR"

la parte che conta di piu dell’espressione precedente ¢ la parte con le derivate seconde
z a; (;c)um (formula generale, n variabili)

ij=1

a(x, yu,, +2b(x, y)u,, +c(x, yu,, (formula generale, due variabili)

a(x, y) waﬂé}
b(x,y) c(xy) ]S,
a(x, )& +2b(x, )EE, +c(x, & (formula per gli autovalori, due variabili)

costruiamo la matrice: [fl fz][

Zaij (0EE, (formula per gli autovalori, n variabili)

chiamiamo indice di inerziaT =#A, <0il numero di autovalori negativi

chiamiamo indice di difetto D =#A, =01l numero di autovalori nulli

1. T=noT=0 equazione ellittica
2. T=n—-10T=1 D=0 equazione iperbolica
3. T=n-10T=0 D=1 equazione parabolica

Equazione ellittica

Descrive problemi al contorno o stazionari
Au=f nell’insieme Q

u,, tu,, +..tu,  =f() (ndimensioni)

u, +u, =[xy (due dimensioni)

a=1,b=0,c=1 due autovalori positivi, uno nullo
I’equazione da la forma della membrana del dominio.

L’equazione ellittica ha bisogno di:

u(x) = @(x)
condizioni al bordo ou - - x€ dQ
P (x) =y (x)

la prima formula del sistema ¢ detta formula di Dirichlet, la seconda formula del sistema ¢ detta formula di
Neumann (Formula di Dirichlet-Neumann).
Equazione parabolica

u, —(uml tu,, Fotu, )= f

A




29

Esempio
uf_ux)(:o uf_u)ﬁ\”:f
la seconda ¢ detta equazione di diffusione.

L’equazione parabolica ha bisogno di:

Condizione iniziale {u(}, 0) = h(x) xeQ
u(x) = @(x)

Condizioni al bordo Ju - - x€ 0Q (Dirichlet-Neumann)
—= @)=y
on

Equazione iperbolica

u, — (uxm tu,, totu, ) =f (n dimensioni)

u,—u_ =f (due dimensioni)

¢ I’equazione che regola la propagazione delle onde.

L’equazione iperbolica ha bisogno di:
condizione iniziale {u(;c, 0)= h(;c)
velocita iniziale {u, (x,0) = k(x)

u=@Q
condizioni al bordo ou B

oV

esempio: membrana di un tamburo o corda di una chitarra
due variabili = u, —u_=f

bgt) su 00 u(x,y,0)
i su 0Q u,(x,y,0)
n
Problema di Cauchy

Consiste nel trovare tra tutte le possibili soluzioni quella che passa per una certa linea

‘{xzx(s)
"y=y0

0<s<li
x=x(s) M|7 =@
y=y(s) ou
_ = =V
u=o(s) onl,
> a,()EE, >0(<0)
P(x)=0
se un’equazione ¢ ellittica la sommatoria sara sempre o maggiore o minore di 0.
®(x)=0
L’equazione - per le funzioni a n variabili
2 a;(0)®, @, =0
F(x,y)=0 . o
5 ) per le funzioni a due variabili
a(x, ))F. +2b(x, y)F.F, +c(x,y)F; =0

rappresenta I’equazione della superficie caratteristica.
(La superficie caratteristica soddisfa questa equazione)
Teorema di esistenza ed unicita

se a;,a;,a sono funzioni analitiche (sviluppabili in serie di Taylor)
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se ¥ ¢ analitica
se ¥ non € mai tangente a una linea caratteristica

allora3!soluzione che verifica il problema di Cauchy.
Equazione delle onde
u(x,t) > u, —vu_=0

At b)) ov A assato

a\
0 N A

N

v

o 120, xeR
consideriamo 5
u,—vu, =0

cio corrisponde ad una corda molto lunga (idealmente infinita) in modo che non ci dobbiamo preoccupare

delle condizioni al contorno.
Cerchiamo ['integrale generale di tale equazione:

E=x—vt
n=x+vt
u_owaE dwan_

= u(x,1) = a(&,m)

= =w: + o,
ox 9fodx omox -
du_0wdg dwdn__ ..
or o ot On ot s
d’u B 5
a_xz = Wy + 20 + 0,
o’u
? = v2w§§ - 2v2a)§” + vza)m7
= —4v2a)§,7 =0 = @, =0 (le costanti si possono eliminare)

sappiamo che (@) =0 @, =) @& =[HEdE+y
@, sono due funzioni arbitrarie

= o(S.11) = (&) +y (1)
I’integrale generale dell’equazione a derivate parziali ¢ la somma di due funzioni arbitrarie esplicite delle
variabilié e 77.
u(x,t) = p(x—vt) +q(x+vt)
p,q due funzioni arbitrarie di classe C*
risolviamo ora il problema di Cauchy della corda:
u,—vu, =0 t>0 xeR

u(x,0)=h(x) posizione iniziale
u,(x,0)=k(x) velocita iniziale
p(x)+q(x)=h(x) 1° condizione
u,(x,0)=—vp'(x) +vq'(x) = k(x) 2° condizione
(derivata da u,(x,t)=p'(x=vt)(=v)+q'(x+vt)(v) =—vp'(x —vt) +vg'(x +vt) )
{P () +q'(x)=h'(x)
k(x) =vq'(x)—vp'(x)
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{vp '(x) +vg '(x) = vh'(x)
k(x)=vq'(x)—vp'(x)

2vg'(x) =k(x)+vh'(x) (somma delle due equazioni)
| 1
x)=—| k(s)ds+C+—h(x
a0 == [ k() G

1 o 1
PO ==—- jo k(s)ds = C +—h(x)

1 px-w 1 1 px+u 1
u(x,t) =—EL k(s)ds—C+Eh(x—vt)+;J.0 k(s)a’s+C+5h(x+vt)

1 1 px+wt
u(x,t) = E[h(x —vt)+h(x+ vt)] + EJ‘H: k(s)ds

cio che abbiamo trovato & chiamato: formula di D’Alambert o equazione della corda vibrante
struttura della soluzione

A
la parte tratteggiata ¢ chiamata dominio di dipendenza della soluzione dai dati

% le perturbazioni della corda si propagano lungo la corda con velocita finita v

la parte tratteggiata & chiamata dominio di influenza dei dati sulla soluzione

nel tempo 1 ancora la soluzione ¢ nulla, la corda in quel punto non si muove
ancora, I’onda non ¢ ancora arrivata. Stesso discorso vale per il tempo 2. nel
tempo 3 invece la soluzione non & piu nulla.

Si fa I’integrale dell’onda moltiplicato per il triangolo 3 e si ricava la
soluzione. Ovviamene il risultato sara I’area dell’onda che ¢ sottesa al
triangolo 3.

Le altezze dei vari triangoli (1,2,3 nel nostro caso) sono i tre istanti di tempo in cui calcolo la soluzione.
Ovviamente ci sara solo un istante di tempo in cui avrd come risultato (area dell’onda) tutta 1’onda, il
massimo dell’onda passa in quel punto solo in un istante di tempo; poi non torna pit.

Teorema di D’ Alambert

sehe C*(R) ,allora la funzione u(x,t) — u, — v2um =02 di classe C*(R)ed & 1’unica soluzione del problema
di Cauchy (C).

Corda bloccata ai due estremi

Il problema di Cauchy si scrive:

u, —vu, =0 O<x<l,t=0
u(x,0)=h(x)

u,(x,0)=k(x)

u(0,0)=u(l,t)=0 Vit

il nome completo ¢ problema di Cauchy-Dirichlet

Cauchy per le normali condizioni di passaggio della funzione, Dirichelt per le condizioni al contorno.

1l fatto che I’equazione sia lineare e omogenea ci consente di usare il principio di sovrapposizione degli
effetti per le equazioni lineari omogenee.

Per risolvere questo problema si cercano soluzioni a variabili separate; cerchiamo soluzioni particolari della
forma:

u(x,t)=X(x)-T(@)
u, =X(x)-T"t)
u, =X"(x)-T()
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=X -T"t)-v’X"(x)-T()=0
T " 2 X " 0 T_’l _ 2 X_’l
T X T X
I’equazione ¢ stata separata, al primo membro la funzione di una sola variabile, a secondo membro la

funzione dell’altra sola variabile.

Tuttavia questa uguaglianza, come si puo vedere, vale solo se? e > siano 2 costanti.

%T— X A (costante)
vioT X

T"=vAT

X"=1X

quindi da una equazione alle derivate parziali del secondo ordine siamo arrivati ad un sistema di equazioni
differenziali ordinarie.
Le soluzioni di questo sistema sono:

se 2>0 T(t):ev |ﬂ|t’e—v 141t X(x):e |/1|x’e— 1A1x
se A<0 T(t)=sin(v I/ilt),cos(v lelt) X(x)zsin( lelx),cos( I/ilx)

si osserva facilmente che nel caso A > 0 le soluzioni si possono tutte scartare, infatti due sono soluzioni
illimitate che vanno all’infinito, due sono soluzioni che tendono a zero velocemente.
Ci interessa quindi solo il caso 4 <0.

La soluzione & X(x)= asin( [A Ix) +bcos( [A Ix)
X0)=0 = b=0
Sostituiamo le condizioni al bordo .
X(1)=0 = sin(\121)=0
Sapendo che A=-@ e quindi \l | =w
Otteniamo gli autovaloroi w, = kTﬂ- k=12...

a questo punto abbiamo una quantita di soluzioni a variabili separate che soddisfano le condizioni al
contorno, perd dobbiamo soddisfare anche le condizioni di passaggio (di Cauchy)

sin(@,x)-sin (vay,t) L
sin (@, x)-cos(ve,t) T
u(x,t) =Y a,sin(@.x)sin(vayr) + > b, sin(@,x)cos (va,r)
k=1 k=1
e Se le serie convergono, questa ¢ la soluzione dell’equazione
e Questa serie soddisfa le condizioni al bordo poiché singolarmente ogni funzione soddisfa le condizioni
al bordo
¢ (Cimanca solo da soddisfare la soluzione iniziale

h(x)= ibk sin(@,x)

k(x) =viwkak sin (@, x)

k=1
h(x) e k(x) sono assegnate tra 0 ed 1 (C.1.); b, sono i coefficienti di Fourier dello sviluppo della funzione di
soli seni (dispari).
Tuttavia la nostra corda non ¢ una funzione dispari. Significa che dobbiamo prolungare la corda in maniera
che sia dispari —/ < x <+, la funzione diventa periodica di periodo 2I.
Ora possiamo sviluppare la funzione in termini di soli seni

1 . [ 7k
b, =;J‘O p(x)sm(ijdx
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stesso discorso per il coefficente a,
1 Tk
a, =— | k(x)sin| —x |dx
ol Io () ( ! j

una volta trovati i coefficienti si controlla la convergenza e se la serie converge allora abbiamo trovato le
soluzioni.

Esempio
u, —vu, =0 f
h(x)
u(x,0)=
u,(x,00=0
uO,)=ul,)=0 o e X
a, =0 poiche k(x)=0
0 k pari
b — _ 1\
‘ fl(—l) k dispari =2n+1
7T°(2n+1)
u(x,t):z—iz il >-sin 2n+17tx cos v2n+17£t
T i (2n+l) l l

n

questa serie converge poiché seno e coseno maggiorano a 1, il fattore iniziale—l)2 converge ad un
n+

numero finito.

. N I £ £=o
Proviamo a vedere com’¢e la corda nel tempo ¢ = e /A\ .
% ocke s
. . . . W
Poi continua ad oscillare tra sotto e sopra con lo stesso periodo. .




